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Rezumat

Calculul probabilitatii de ruina
reprezintd una dintre problemele clasice
in domeniul actuariatului, fiind un bun
indicator al modului in care asiguratorul
isi gestioneaza activele si obligatiile.
Prezenta lucrare isi propune ilustrarea
diferitelor metode de aproximare a
probabilitatii de ruind in timp infinit,
studiind distributia severitatii daunelor
aferente liniei de afaceri RCA (asigurari
de raspundere civild auto). Studiul de caz
pune in evidentd rezultatele analizei
empirice  obtinute prin  metodele
consacrate de aproximare, dar §i prin noi
abordari cum sunt: algoritmul de simulare
pe baza formulei Pollaczeck-Khinchin si
utilizarea probabilitatii de ruina in timp
finit pentru a aproxima probabilitatea de
ruind in timp infinit. Lucrarea prezintd o
semnificativitate crescuta din urmatoarele
puncte de vedere: (1) poate veni in
sprijinul ~ persoanelor implicate in
procesul decizional pentru luarea de
decizii si masuri in ceea ce priveste
stabilitatea pe termen lung a liniilor de
afaceri; (2) reprezintd o analiza ce are la
bazd date reale si recente din piata
asigurdrilor din Romaénia, ce aduce noi
rezultate empirice in domeniu.

Abstract

The calculation of  the
probability of ruin is one of the classical
problems in actuarial science, the ruin
probability being a good indicator of how
the insurer manages its assets and
liabilities. The purpose of the paper is to
illustrate and compare different infinite
time ruin probability approximations,
studying a heavy-tailed claim size
distribution (using MTPL’s line of
business claims), namely the lognormal
distribution. The case study highlights the
results of the empirical analysis obtained
by applying a set of approximation
methods and also new approaches such as
a simulation algorithm based on
Pollaczeck-Khinchin formula and the use
of the ruin probability in finite time to
approximate the ruin probability in
infinite time. The study is of increased
significance in the following respects: (1)
it can support people involved in
decision-making process (such as risk
managers, actuaries, company’s
management) to take decisions and
measures  regarding the long-term
stability of the lines of business; (2) is an
analysis that brings new empirical results
in the field, being based on real and
recent data from the Romanian insurance
market.
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initial. Intreprinderea colecteaza prime de la asigurati, pliteste despagubiri in caz de dauna
si plateste dividende actionarilor. Ceea ce ramane la dispozitia companiei dupa efectuarea
acestor plati reprezinta surplusul anului urmator, procesul fiind continuu.

Descrierea matematica a acestui proces stohastic se numeste teoria ruinei. Problema
centrald 1n teoria ruinei o reprezinta calculul probabilitatii de ruind, adicd probabilitatea ca
surplusul si devini negativ. In situatia in care intervalul de timp considerat este finit,
descrierea acestui proces stohastic se numeste teoria ruinei in orizont finit, in caz contrar
denumirea fiind teoria ruinei in timp infinit.

in modelul ruinei este studiata stabilitatea unui asiguritor. Avand un capital u la
momentul t = 0 se presupune ca acest capital va creste liniar in timp cu primele anuale fixe,
insa se va diminua in salturi ori de céte ori apare o dauna. Ruina se produce in momentul in
care capitalul devine negativ. Probabilitatea ca acest eveniment sa apara este un bun indicator
al modului in care asiguratorul isi gestioneaza activele si obligatiile. In cazul in care situatia
nu este una favorabila (exista un decalaj important intre active si obligatii), compania poate
apela la masuri precum reasigurarea, cresterea primelor sau majorarea capitalului.

Existd metode analitice pentru calculul probabilititii de ruind numai pentru
distributii ale severitatii daunelor ce sunt mixturi sau combinatii de distributii exponentiale.
Exista algoritmi de calcul si pentru distributiile discrete. De asemenea, pot fi determintate
marginile superioare si inferioare ale probabilitatii de ruind pentru distributiile severitatii
daunelor pentru care nu se poate aplica formula de calcul exact.

Prezenta lucrare 1isi propune ilustrarea diferitelor metode de aproximare a
probabilitatii de ruina in timp infinit, studiind distributia severititii daunelor aferente liniei
de afaceri RCA (asigurari de raspundere civila auto). Analiza datelor si aplicarea testelor de
concordantd pun in evidenta faptul ca distributia lognormald modeleaza cel mai corect
daunele RCA pentru perioada consideratd. Datorita faptului ca pentru distributia severitatii
daunelor functia generatoare de momente nu exista, pot fi aplicate numai o parte din metodele
de aproximare, iar formula Pollaczeck-Khinchin pentru obtinerea probabilitatii exacte de
ruind este, de asemenea, indisponibila 1n acest caz. Prin urmare, vom utiliza un algoritm de
simulare Monte Carlo ce are la baza formula Pollaczeck-Khinchin pentru a aproxima cat mai
exact probabilitatea de ruind, metoda ce va fi considerata de referintd in analiza comparativa
intre aproximari.

Studiul prezintd o semnificativitate crescutd din urmatoarele puncte de vedere: (1)
poate veni in sprijinul persoanelor implicate in procesul decizional (cum ar fi managerii de
risc, actuarii, conducerea companiei) pentru luarea de decizii si masuri in ceea ce priveste
stabilitatea pe termen lung a liniilor de afaceri; (2) reprezintd o analizd ce are la baza date
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reale si recente provenite din industria asigurarilor din Roméania ce aduce noi rezultate
empirice in domeniu.

In continuarea acestei introduceri, lucrarea este constituita dupa cum urmeazi: o
scurta prezentare a stadiului cunoasterii, a rezultatelor si lucrarilor de referintd din domeniu,
urmatd de introducerea modelului clasic de risc. Sectiunea a doua prezinta diferite metode de
aproximare a probabilitatii de ruinare, precum si informatii cu privire la cazurile in care
acestea se pot aplica. Ultima parte pune in evidenta rezultatele analizei empirice obtinute prin
metodele consacrate de aproximare, dar si prin noi abordari cum sunt: algoritmul de simulare
pe baza formulei Pollaczeck-Khinchin si utilizarea probabilitatii de ruind in timp finit pentru
a aproxima probabilitatea de ruini in timp infinit. in incheiere sunt prezentate concluziile si
referintele bibliografice.

1. Revizuirea literaturii stiintifice

In ultimii ani, ipotezele fundamentale ale teoriei riscului, precum si sfera de aplicare
a acesteia s-au extins semnificativ. Progresul in teoria generald a proceselor stohastice si
numeroasele sale sub-ramuri si aplicatii s-au reflectat in dezvoltarea teoriei riscului. De
asemenea, evolutia expoziva in domeniul IT a facut posibila tratarea unor probleme ce nu
puteau fi solutionate in trecut din pricina structurii complicate a acestora. Spre exemplu, in
prezent este posibila crearea de modele care sa descrie activitatea unei companii de asigurari
ca Intreg si interactiunile dintre ramurile sale. Aceasta sectiune prezinta cateva dintre lucrarile
importante din sfera probabilitatilor de ruind si modelului clasic de risc, temele abordate
vizand aproximari consacrate si noi aproximari ale probabilitatii de ruina.

O aproximare simpld a probabilitatii de ruind se numeste acea aproximare ce utilizeaza
numai citeva momente ale distributiei daunelor si nu comportamentul detaliat al cozii
acesteia. J. Grandell (2000) analizeaza aproximarea De Vylder si alte aproximari simple din
punct de vedere matematic. Aproximarea De Vylder se bazeaza pe inlocuirea procesului de
risc cu un proces de risc cu daune distribuite exponential, astfel incat primele trei momente
sa coincidd. Lucrarea are la bazd comparatii numerice pentru diferite aproximari,
determinand de fiecare datd o eroare relativa fata de valoarea reald a probabilitatii de ruina.
Grandell analizeaza pentru diferite distributii ale daunelor urmatoarele aproximari:
Aproximarea Cramér-Lundberg, Aproximarea ,,heavy traffic” sau difuzie, Aproximarea De
Vylder, Aproximarea Beekman-Bowers, Formula convolutiva a lui Beekman pentru calculul
exact al probabilitatii de ruina. Concluziile privind aceste aproximari includ urmatoarele:
pentru daunele repartizate Gamma, aproximarea De Vylder este aproape perfecta si mult mai
adecvata decat alte aproximari simple, insa pentru daunele distribuite Lognormal nicio
aproximare nu estimeaza corect probabilitatea de ruina.

K. Burnecki, P. Mista si A. Weron (2005) introduc o generalizare a aproximarii De
Vylder. Ideea acestora consta in inlocuirea procesului de risc cu un altul pentru care daunele
sunt distribuite cu ajutorul repartitieci gamma in asa fel incat primele patru momente si
coincida. Acestia compara cele doud metode de aproximare pe baza unor mixturi de repartitii
exponentiale si lognormale, aratand ca aproximarea gamma cu 4 momente functioneaza mai
bine decat cea originala.

Aceeasi trei autori (2005) compara 12 metode de aproximare a probabilitatii de ruina
diferite studiind distributiile exponentiald, mixturi de exponentiale, gamma, lognormala,
Weibull, loggamma, Pareto si Burr. Dupa ce Grandell (2000) demonstreazd ca dintre
aproximarile simple cea mai eficientd este aproximarea De Vylder, cei trei cercetatori
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polonezi aratd cé aproximarea via computer pe baza formulei Pollaczek-Khinchin ofera cele
mai precise rezultate. In cazul repartitiei lognormale rezultatele reiesite se dovedesc a fi foarte
interesante: toate metodele genereaza erori mai mari de 50%. Cazul repartitiei lognormale
este foarte important intrucat in practicd daunele par sa fie adesea distribuite dupa legea
lognormala. Datorita acestui fapt autorii considera esentiald aproximarea Pollaczek-Khinchin
via computer atunci cand se au in vedere datele din viata reala.

2. Metodologia cercetarii

Teoria riscului colectiv ca parte a matematicilor actuariale are la baza modele
stohastice privind activitatea de asigurare. In cadrul unui astfel de model producerea daunelor
este descrisa printr-un proces de tip punct, iar volumul platilor companiei pentru fiecare
daund printr-un sir de variabile aleatoare. Compania incaseaza prime de o anumitd valoare
pentru a-si acoperi obligatiile. Diferenta dintre veniturile din prime si costul (mediu) al
daunelor se numeste ,,incdrcare de sigurantd”. De asemenea, se presupune cé intreprinderea
are la dispozitie un capital initial u. O problema importanta in teoria riscului colectiv este
aceea de a investiga ,,probabilitatea de ruina”.

Fie U(t) evolutia in timp a capitalului unui asiguritor. Acesta este un proces stohastic
ce creste continuu ca urmare a primelor castigate si descreste treptat din pricina platilor de
despagubire. Spunem cé ruina se produce atunci cand capitalul devine negativ. Fie (u)
probabilitatea ca acest eveniment sa se produca. Aceastd probabilitate reprezintd un
instrument util conducerii companiei intrucat serveste ca metoda de evaluare a soliditatii
procesului combinat de prime si daune ale asiguratorului, dat fiind capitalul initial disponibil
u = U(0). O probabilitate ridicatd de ruind indicd o instabilitate crescutd la nivelul
companiei: in acest caz conducerea companiei trebuie s ia in considerare masuri precum
reasigurarea, crestere primelor sau atragerea de capital suplimentar.

Calculul probabilitatii de ruinare reprezinta una dintre problemele clasice in domeniul
actuariatului. Totusi, sunt cunoscute numai doua tipuri de distributii ale severintatii daunelor
pentru care poate fi calculata cu usurintd probabilitatea de ruina. Acestea sunt distributiile
exponentiale i sume, mixturi sau combinatii de aceste distributii, precum si distributiile
discrete.

Pentru celelalte distributii se poate calcula totusi o margine superioard de obicei
suficientd ¥ (u) < e R*, unde numirul real R este denumit coeficient de ajustare, conform
inegalitatii lui Lundberg. Aceastd inegalitate poate fi adesea utilizata astfel: cu cat R este
mai mare, cu atit este mai mica marginea superioara a probabilitatii de ruinare i prin urmare
compania se afla intr-o situatie favorabila.

Definim procesul surplus sau procesul de risc astfel:

Ut)=u+ct—St),t=0 (1)

unde
U(t) = capitalul asiguratorului la momentul t
u = U(0) = capitalul initial
¢ = venitul din prime (constant) pe unitatea de timp
SO =X +X, + -+ Xy ()
cu

N(t) = numarul de daune pana la momentul t
X; = severitatea celei de — a i daune
Nota: Se va nota 1 momentul de ordin k, E(X%).
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Spunem cé ruina are loc dacd U; devine negativ, supravietuirea avand loc in caz
contrar. Prin urmare, probabilitatea de supravietuire in timp infinit este definitd ca
¢(w) =Pr(U, = Opentrutotit = 0|Uy =u) (3)
iar probabilitatea de ruind in timp infinit este
Y =1-9w) (4)

Momentul ruinei reprezintd momentul aleator de timp in care procesul surplus devine

pentru prima data negativ si este definit matematic ca
T=inf{t = 0: U, < 0} (5)
Formule de aproximare a probabilititii de ruina in timp infinit

Probabilitatea de ruind exacta este foarte complicat de calculat chiar daca distributia
severitatii daunelor este datd explicit, din pricina convolutiilor recursive i sumei infinite.
Prin urmare, multi autori au sugerat formule de aproximare ale probabilitatii de ruina, de
exemplu, Cramér, Lundberg, Beekman, De Vylder, Grandell sau Tijms.

Atunci cand distributia ce modeleaza severitatea daunelor este exponentiald (sau
inruditd), se pot obtine rezultate analitice relativ simple pentru probabilitatea de ruind in timp
infinit. Pentru distributii ale severitatii daunelor mai generale, de exemplu cele cu coada
lunga, tehnica transformatei Laplace nu se mai poate aplica, fiind necesare estimari. in cadrul
acestui capitol vom prezenta diferite aproximari unele consacrate, altele mai putin cunoscute.

Aproximarea Cramér-Lundberg

Cea mai faimoasa formula de aproximare este, desigur, aproximarea Cramér-
Lundberg:

— ou —Ru
l»bCL (u) - M)'((R)—u(1+9) e (6)

unde R este coeficientul de ajutare Lundberg.
Aproximarea impune ca coada lui F sa descreasca cel putin exponential, prin urmare
distributiile lognormala si Pareto sunt excluse.
Aproximarea exponentialda
Aceastd aproximare a fost propusa si obtinutd de citre De Vylder (1996). Pentru
utilizarea formulei de aproximare este necesar ca primele trei momente sé fie finite.
2u6u—u@

Yr(u) = exp{~1- 22 3 (7)
H(Z) +§6ﬂﬂ(3)

Aproximarea Lundberg
Urmatoarea formula, ce poarta numele de aproximare Lundberg, apartine lui Grandell
(2000); Lundberg nu a propus niciodatd aceasta aproximare. Aceasta impune, de asemenea,
ca primele trei momente sa fie finite.

@\ 4623 —2ufu
e = {1+ (ou -0 e @

Aproximarea Beekman-Bowers
Aproximarea Beekman-Bowers reprezintd o modificare a unei aproximari propuse de
Beekman (1969). Formula de aproximare este data de:

Ypp(W) = — (1 - G(w)) ©)

unde G(u) este functia de repartitie gamma §i parametrii «, § ai lui G sunt dati de formulele:

= {1 + (‘”‘”(3) 1) 9} JA+6)  (10)

3u@?%

B =2n0/ {n® + (22— @)} ()
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In cazul repartitiei exponentiale, aceasta devine formuld exacti. Poate fi folositi
numai pentru distributii avand primele trei momente finite, cum sunt exponentiald, gamma,
lognormald, Weibull. Din constructie reiese ca Y z5(0) = 1 (0).

Aproximarea Renyi

Aproximarea Renyi poate fi obtinuta din formula Beekman-Bowers inlocuind functia
de repartitie gamma G cu una exponentiala, astfel incat sa coincidd numai primul moment.

Yr(w) = 15 exp{-pras)  (12)
Aproximarea De Vylder

Aproximarea De Vylder, propusa de De Vylder (1978), se bazeaza pe ideea simpl4,
dar ingenioasi de a inlocui procesul surplus de dauni Y, cu un proces surplus de dauni ¥, ce
are daune distribuite exponential astfel incat primele trei momente ale procesului sa coincida,
mai precis E(Y}) = E(Y}),k =1,2,3.

Aproximarea De Vylder este datd de formula
Yoy (W) = = exp{— 22} (13)
@~ 2uu® - 3@
@27 T 3@ P T u®
Prin constructiec se observd ca Yp,(u) = Y(u) in cazul daunelor distribuite
exponential.
Aproximarea heavy traffic

Cea mai simpla aproximare pare sa fie aproximarea difuzie sau heavy traffic cum este
cunoscutd 1n teoria asteptarii, acuratetea numericd nefiind insd impresionantd. Asmussen
(2000) sugereaza urmatoarea aproximare:

20uu

Yur (W) = exp(— W) (14)

unde X=

Assmussen si Binswanger (1997) ofera o adaptare a aproximarii difuzie pentru cazul
distributiilor cu coada lunga. Rezultatul are urmatoarea forma:

Yurc(W) = e~ (1 + cau — ¢3) (15)

20u 492u2u(” . Zeuu(a
unde ¢y = =75, ¢y = ——=—sic3 = .
1% ey 2 NN §1C3 U @7

3. Rezultate si discutii

In cadrul acestei lucrari, fenomentul analizat priveste asigurarile de raspundere civila
auto (RCA) ce corespund liniei de afaceri NL1 conform Solvency Il sau Clasei 10 - Asigurari
de raspundere civila pentru autovehicule care acoperad: daune ce rezultd din folosirea
autovehiculelor terestre (inclusiv raspunderea transportatorului) conform Anexei 1 din Legea
32/2000 privind activitatea de asigurare si supravegherea asigurérilor.

Pentru alegerea distributiei severitatii daunelor am utilizat istoricul daunelor
inregistrate in decursul a cinci ani, in perioada 2010-2015. Parametrii au fost estimati
utilizind metoda verosimilitatii maxime. Testarea concordantei s-a realizat utilizind Q-Q
Plots si testul Kolmogorov-Smirnov. Distributiile testate in cadrul acestui studiu sunt:
Gamma, Lognormald, Weibull si Burr. Procesul de modelare s-a realizat prin intermediul
software-ului MATLAB R2016a utilizat pentru estimarea parametrilor, ilustrarea grafica a
repartitiei empirice, realizarea graficelor Q-Q plot.
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Pe baza histogramei (figura nr. 1) se poate observa faptul cd datele prezintd coada
lunga la dreapta. De asemenea, histograma datelor logaritmate pune in evidenta o forma ce
coincide aproximativ cu cea a repartitiei normale, motiv pentru care putem suspecta faptul
ca datele provin dintr-o distributie lognormala.
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Figura nr. 1. Histograma date brute vs. date logaritmate

Asadar, au fost testate patru distributii statistice: Lognormala, Weibull, Gamma si
Burr. in alegerea distributiilor ce vor fi testate s-a tinut cont de urmitoarele aspecte: forma
histogramei, cunostinte apriori, disponibilitatea de utilizarea a computerului pentru a facilita
studiul si volumul si calitatea datelor. Dintre cele patru distributii alese, va fi utilizata pentru
calculele ulterioare (probabilitatile de ruind) numai cea care descrie cel mai bine setul de
date.

Valorile estimate pentru parametrii distributiei lognormale, distributiei weibull,
distributiei gamma si distributiei burr sunt prezentate in tabelul nr. 1.

Tabelul nr. 1. Parametrii estimati ai repartitiilor testate

Repartitia Lognormald i c
Estimatori de maxima verosimilitate 7.91 1.07
Repartitia Weibull ¢ z
Estimatori de maxima verosimilitate 4725.48 0.89
Repartitia Gamma a B
Estimatori de maxima verosimilitate 0.94 5424.98
Repartitia Burr a 9 z
Estimatori de maxima verosimilitate 1871.49 1.94 0.67

Acest studiu utilizeaza Q-Q plots (figura nr. 2) pentru a verifica concordanta dintre
distributia aleasa si esantionul de date reprezentand severitatea daunelor. Graficul ce testeaza
repartifia Burr prezintd cea mai ,,nepotrivitd” concordantd, intrucat punctele sunt foarte
departate de linia de referinta, putine dintre acestea gasindu-se pe linie sau in jurul acesteia.

Ipoteza nula a fost prin urmare respinsa cu o incredere de 99%, repartitia Burr nemodeland
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corect severitatea daunelor RCA. De asemenea, 1n cazul repartitiillor Gamma si Weibull se
respinge ipoteza nula intrucat cele mai multe puncte cad in afara liniei de referinta.

QQ Plot of Sample Data versus Standard Normal
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Figura nr. 2. Q-Q Plot pentru testarea distributiei lognormale

In ceea ce priveste distributia lognormald, Q-Q plot pune in evidentd o concordanti
buna cu fluctuatii minime la cozi. Majoritatea punctelor cad pe linia de referintd, iar cele care
nu se gasesc pe aceasta sunt in imediata apropiere a acesteia. Prin urmare, se accepta ipoteza
nula, distributia lognormala fiind considerata a modela corect severitatea daunelor RCA.

Testul Kolmogorov-Smirnov (tabelul nr. 2) ne aratd modul in care un anumit model
statistic (o anumita distributie statistica) “se potriveste” cu o anumitd multime de date.
Aplicarea testului Kolmogorov-Smirnov conduce la obtinerea urmatoarelor valori ale
statisticii testului:

Tabel nr. 2. Testul Kolmogorov-Smirnov

Repartitia Statistica Dn calculat Valoarea criticii pentru a = 0.01
Lognormala 0.03035

Weibull 0.09032 0.0036

Gamma 0.10844

Burr 0.99441

Desi pentru toate distributiile teoretice testate se respinge ipoteza nula (aceea ca datele
provin din repartitia testatd) se poate observa ca in cazul distributiei lognormale valoarea
statisticii este cea mai apropiatd de valoarea critici. in cele din urma, concuzia este aceea ci
distributia lognormala modeleaza cel mai bine severitatea daunelor RCA 1n acest studiu de
caz si poate fi utilizata pentru calculele ulterioare.

Ne propunem, asadar, simularea probabilititii de ruinare Y(u) in cazul in care
distributia severitatii daunelor B are coada lunga. Se pastreaza ipotezele din modelul clasic
de risc, daunele fiind presupuse a fi independente si identic distribuite, cu functia de repartitie
B(x) si media finita pg.
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Algoritmul de simulare are la bazd formula Pollaczeck-Khinchine, pe care o
reamintim
YWw)=1-(1-p)X7-0p"Bs"(w),u>0 (16)
unde p = ﬁ , Bo(u) = fou bo(s)ds si by(s) = ié(s) cuB(s) =1—-B(s);

Bg™ reprezinta convolutia de ordin n a lui B cu el insusi.
Probabilitatea de ruind poate fi exprimata ca
YW = PS¢ >w)  (17)
unde Sy =X, + -+ Xg, K urmand repartitia geometrici de parametru p, iar
variabilele aleatoare X;, X, ... sunt i.i.d. cu densitatea comuna b.
Astfel, se poate aplica metoda Monte Carlo: (u) = z = E(Z) unde Z = I(Sg >
u). Algoritmul este urmatorul:
Pasul 1. Se genereaza o variabila aleatoare K~ geometrica (p);
Pasul 2. Se genereaza variabilele X;, X, ... Xx avand densitatea by;
Pasul 3. Se calculeaza Sy = X; + -+ + Xk;
Pasul 4. Daca S, > u, atunci Z = 1, altfel Z = 0;
Pasul 5. Se repeta pasii anteriori de n ori.

Pasul 6. Se estimeaza E (Z) prin Z = % *.Z.

Principala provocare in aplicarea algoritmului prezentat constd in simularea
variabileleor aleatoare cu densitatea by (x). Densitatea by (x) are o forma explicitd numai in
cazul a patru distributii, exponentiald, mixturi de exponentiale, Pareto i Burr, astfel ca pentru

distributia lognormald analizata in cadrul acestui studiu variabilele aleatoare au fost generate

pe baza formulei by(s) = ié(s) prin metoda respingerii.

Pentru generarea variabilelor aleatoare a fost folosit software-ul R 3.2.4. Pentru o serie
de valori atribuite capitalului initial, intre 0 si 80-10%, 8 = 0.3 (estimat pe baza datelor reale,
dar si tindnd cont de valorile atribuite incarcarii de siguranta n alte lucrari de specialitate) si
n = 10000, se obtin urmatoarele valori ale probabilitatii de ruinare, impreuna cu intervalul de
incredere 95% pentru aceasta (tebelul nr. 3):

Tabelul nr. 3. Probabilitatea de ruini estimata prin simulare pe baza formulei
Pollaczeck-Khinchin si intervalele de incredere 95%

R é R é

U (mil. RON) Yu) — 1.96ﬁ B(w) Yu) + 1.96ﬁ
0 0,7603 0,7733 0,7863
1 0,7247 0,7383 0,7519
2 0,6778 0,6921 0,7064
3 0,6377 0,6525 0,6673
4 0,6009 0,6160 0,6311
5 0,5675 0,5828 0,5981
6 0,5403 0,5557 0,5711
7 0,5123 0,5278 0,5433
8 0,4867 0,5022 0,5177
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9 0,4614 0,4769 0,4924
10 0,4398 0,4552 0,4706
11 0,4190 0,4344 0,4498
12 0,4002 0,4155 0,4308
13 0,3769 0,3920 0,4071
14 0,3607 0,3757 0,3907
15 0,3428 0,3577 0,3726
20 0,2702 0,2842 0,2982
30 0,1727 0,1847 0,1967
40 0,1100 0,1201 0,1302
50 0,0701 0,0784 0,0867
60 0,0456 0,0525 0,0594
70 0,0287 0,0343 0,0399
80 0,0191 0,0238 0,0285

In ceea ce priveste acuratetea acestei metode de aproximare, Burnecki, Mista si Weron
(2005) demonstreaza faptul ca aceasta aproximare prin simulare Monte Carlo pe baza
formulei Pollaczeck-Khinchin oferd cele mai precise rezultate, chiar si in cazul distributiilor
cu coada lunga, cum este distributia lognormala. Prin urmare, vom folosi aceste rezultate in
continuare ca valori de referinta pentru comparatii intre metodele de aproximare simple.

Vom proceda la calculul probabilitatii de ruina (tabelul nr. 4) printr-o serie de metode
de aproximare si apoi vom realiza comparatii numerice. Pentru a ilustra aproximarile
prezentate, consideram repartitia lognormala a severitatii daunelor ce modeleaza cel mai bine
datele aferente liniei de afaceri RCA. Parametrii estimati ai distributiei sunt: y = 7.91si0 =
1.07. Probabilitatea de ruind va fi descrisa ca functie de capitalul initial u variind intre 0 si
80-10° RON. Incircarea de siguranti relativa a fost stabilita la valoarea de 30% pe baza
datelor concrete, dar si tinand cont de valorile utilizate in alte lucrari de specialitate.

Tabelul nr. 4. Probabilititile de ruini obtinute prin metodele de aproximare analizate

u Pg(u) P (W) Pr(w) YPpy(u) Pur(w) Yurc(W) YPpp(u)
0 0,9990 0,9034 0,7692 0,9990 1,0000 0,9990 0,7692
1 0,9364 0,8468 0,7318 0,9364 0,9373 0,9364 0,5380
2 0,8777 0,7938 0,6963 0,8777 0,8785 0,8777 0,4433
3 0,8227 0,7441 0,6624 0,8227 0,8234 0,8227 0,3756
4 0,7712 0,6975 0,6302 0,7712 0,7718 0,7712 0,3229
5 0,7229 0,6539 0,5996 0,7229 0,7234 0,7229 0,2801
6 0,6776 0,6129 0,5705 0,6776 0,6780 0,6776 0,2446
7 0,6351 0,5745 0,5428 0,6351 0,6355 0,6351 0,2146
8 0,5953 0,5386 0,5164 0,5953 0,5956 0,5953 0,1889
9 0,5580 0,5049 0,4913 0,5580 0,5583 0,5580 0,1669
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10 0,5231 0,4732 0,4674 0,5231 0,5233 0,5231 0,1477
11 0,4903 0,4436 0,4447 0,4903 0,4905 0,4903 0,1311
12 0,4596 0,4158 0,4231 0,4596 0,4597 0,4596 0,1165
13 0,4308 0,3898 0,4025 0,4308 0,4309 0,4308 0,1037
14 0,4038 0,3654 0,3830 0,4038 0,4038 0,4038 0,0925
15 0,3785 0,3425 0,3643 0,3785 0,3785 0,3785 0,0825
20 0,2739 0,2479 0,2840 0,2739 0,2738 0,2739 0,0474
30 0,1434 0,1299 0,1726 0,1434 0,1433 0,1434 0,0164
40 0,0751 0,0680 0,1049 0,0751 0,0750 0,0751 0,0059
50 0,0393 0,0356 0,0637 0,0393 0,0392 0,0393 0,0021
60 0,0206 0,0187 0,0387 0,0206 0,0205 0,0206 0,0008
70 0,0108 0,0098 0,0235 0,0108 0,0107 0,0108 0,0003
80 0,0056 0,0051 0,0143 0,0056 0,0056 0,0056 0,0001

de

Pentru orice aproximare 1, (u) a lui 1 (u) considerdm eroarea relativa &4 (u) data

ea(w)
Intrucat nu existai metode pentru calculul probabilitatii de ruini exacte in cazul

_ Ya-ypw)
Y(w)

(18)

distributiei severitatii daunelor considerate, vom calcula erorile relativ la cele mai precise
metode (tabelul nr. 5). Astfel, tindnd cont de studiile lui Burnecki et al. (2005) a fost aleasa
ca metoda de referinta aproximarea algoritmul de simulare pornind de la formula Pollaczeck-
Khinchin.

Tabelul nr. 5. Tlustrarea erorilor relative considerand ¥ (u) metoda de referinti

u gg(w) g (w) eg(w) gpy (W) exr(W) exrc(W) ggp(W)
0 29,2% 16,8% -0,5% 29,2% 29,3% 29,2% -0,5%

1 26,8% 14,7% -0,9% 26,8% 27,0% 26,8% -27,1%
2 26,8% 14,7% 0,6% 26,8% 26,9% 26,8% -36,0%
3 26,1% 14,0% 1,5% 26,1% 26,2% 26,1% -42,4%
4 25,2% 13,2% 2,3% 25,2% 25,3% 25,2% -47,6%
5 24,0% 12,2% 2,9% 24,0% 24,1% 24,0% -51,9%
6 21,9% 10,3% 2,7% 21,9% 22,0% 21,9% -56,0%
7 20,3% 8,9% 2,8% 20,3% 20,4% 20,3% -59,3%
8 18,5% 7,2% 2,8% 18,5% 18,6% 18,5% -62,4%
9 17,0% 5,9% 3,0% 17,0% 17,1% 17,0% -65,0%
10 14,9% 4,0% 2,7% 14,9% 15,0% 14,9% -67,5%
11 12,9% 2,1% 2,4% 12,9% 12,9% 12,9% -69,8%
12 10,6% 0,1% 1,8% 10,6% 10,6% 10,6% -72,0%
13 9,9% -0,6% 2,7% 9,9% 9,9% 9,9% -73,5%
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14 7,5% -2,7% 1,9% 7,5% 7,5% 7,5% -75,4%
15 5,8% -4,2% 1,9% 5,8% 5,8% 5,8% -76,9%
20 -3,6% -12,8% -0,1% -3,6% -3, 7% -3,6% -83,3%
30 -22,4% -29,7% -6,6% -22,4% -22,4% -22,4% -91,1%
40 -37,5% -43,4% -12,7% -37,5% -37,6% -37,5% -95,1%
50 -49,8% -54,5% -18,7% -49,8% -50,0% -49,8% -97,3%
60 -60,8% -64,4% -26,3% -60,8% -60,9% -60,8% -98,5%
70 -68,6% -71,5% -31,4% -68,6% -68,7% -68,6% -99,1%
80 -76,3% -78,5% -39,9% -76,3% -76,4% -76,3% -99,5%

Comparatia numerica prin ilustrarea erorilor relative fatd de probabilitatea de ruina
obtinutd prin algoritmul de simulare, consideratdi metodd de referintd in lipsa unor
probabilitati de ruind exacte, pune in evidentd urmatoarele:

o Aproximarea Renyi pare a fi cea mai adecvata, avand erorile relative cele mai mici,
variind Intre 0.6% si -40%.

e Aproximarea Beekman-Bowers este cea mai ineficienta metodd, furnizdnd cu
precadere erori mai mari de 50% (in modul) si care ajung chiar la -99.5%.

e in cazul valorilor mari ale capitalului initial toate aproximarile prezinta erori relative
mari, aproximarii Beekman-Bowers fiindu-i atribuita cea mai mare erorare (-99.5%), in timp
ce eroarea cea mai micé se regéseste in cazul aproximarii Renyi (-39.9%).

In plus, pentru aproximarea Renyi se cunoaste faptul ci

460up®
—_ [
sup [Yr(w) — YWl < 757 —

(19)
pentru toti 8 > 0.

Astfel, pentru @ = 0.3, u = 7.91, u® = 73 280 126.16 obtinem faptul ci eroarea
de aproximare a probabilitatii de ruinare exactd in termeni absoluti ai metodei Renyi este de
cel mult 0.00158.

Pentru distributia lognormald avand la dispozitie valoarea exactd a probabilitatii de
ruind numai pentru cazul in care nu existd capital initial (U = 0) am ales sa realizdm s§i o
comparatie pe baza valorilor obtinute prin metodele de aproximare in u = 0 (tabelul nr. 6).
Dupa cum este descris in tabelul de mai jos, formulele de aproximare cele mai exacte pe baza
criteriului prezentat sunt aproximarea Renyi si aproximarea Beekman-Bowers (eroare 0).
Totusi, am observat din analizele anterioare faptul cd aproximarea Beekman-Bowers deviaza
cel mai mult de la valorile de referinti. in ceea ce priveste valoarea probabilititii de ruini
estimata prin simulare pe baza formulei Pollaczeck-Khinchin, eroarea relativa obtinuta are o
valoarea satisfacatoare (0.5%) ceea ce intdreste ideea ca poate fi considerata o metoda de
referintd (aproximeaza destul de corect probabilitatea de ruind exactd). Toate celelalte
formule de aproximare pun in evidenta deviatii semnificative fata de probabilitatea de ruina
exacta.

Tabelul nr. 6. Comparatii numerice pe baza probabilititii de ruina exacte (capital
initial zero)

P(0) Peg(0) ¥, (0) PYr(0)  Ppy(0)  Pur(0)  Purc(0) Ppp(0 P(0)
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0,769 0,999 0,903 0,769 0,999 1,000 0,999 0,769 0,773
g0 - 29,9% 17,4% 0,0% 29,9% 30,0% 29,9% 00% 05%

in plus, K. Burnecki, P. Mista si A. Weron (2005) arati ci aproximarea via computer
pe baza formulei Pollaczek-Khinchin oferd cele mai precise rezultate, chiar si in cazul
repartitiei lognormale. Rezultatele studiului comparativ al acestora privind repartitia
lognormala se dovedesc a fi foarte interesante: toate metodele genereaza erori mai mari de
50%. Spre deosebire de rezultatul acestora, constatarile prezentului studiu evidentiaza faptul
ca aproximarea Renyi ar putea fi considerata o metoda de aproximarea relativ eficientd, toate
erorile aferente acesteia fiind sub 40%. Cazul repartitiei lognormale este foarte important
intrucdt in practica daunele par sa fie adesea distribuite dupa legea lognormala, dupa cum
este cazul si daunelor RCA analizate in aceasta lucrare. Datorita acestui fapt autorii considera
esentiala aproximarea Pollaczek-Khinchin via computer atunci cand se au in vedere datele
din viata reala.

Ca o masurd a stabilitdtii pe termen lung a procesului de risc am considerat
probabilitatea de ruind ¥ (u) in timp infinit, functie de capitalul initial u. Am vizut ¢ aceasta
se defineste ca

Yw) =PWU(E) <0,t>0) (20)

O definitie similara poate fi oferita pentru probabilitatea de ruina intr-un interval de
timp finit [0, T]:

YW, T)=PU[)<0,t<T) (21)

Stabilitatea este obtinutd daca este indeplinita cerinta ca (u, T) sa nu creasca peste
un anumit nivel considerat (ex. 0.5%) pentru o valoare datd a lui T.

Desi in cadrul acestei lucrari ne-am concentrat cu precadere asupra lui ¥ (u), adica
cand T = oo, vom utiliza ca metoda de aproximare a probabilitatilor de ruind in timp infinit
probabilititile de ruina in timp finit, intrucat vom observa ca valorile ¥ (u, T) converg la cele
calculate 1n cazul infinit pentru un T suficient de mare (T — o0).

Prin urmare, suntem interesati de probabilitatea ca surplusul asiguratorului sa ramana
pozitiv pentru o perioada finitd de timp T, mai degraba decat permanent. Presupunem din nou
ca procesul numarului de daune N, este un proces Poisson de intensitate X si, in consecinta,
procesul pierderii agregate este un proces Poisson compus. Primele se platesc la rata ¢ pe
unitatea de timp.

Aproximarea difuzie in timp finit este data de formula:

2
Yo T) = 16CLE; —1; 5 (22)
unde uc = — 0u, o =xu@, iar IG(; {;u) este functia de repartitie a distributiei
normale inverse, anume

16Gs Gw) =1~ ¢ (= 0Vx) + exp(20u) - $(— -~ (V) (23)

Pentru detalii a se vedea Asmussen (2000).

Pentru . = —221.68, 6 = 0.3, » = 93.42, T foarte mare, iar u variind intre 0 si 80
mil. RON, se obtin urmatoarele valori pentru probabilitatea de ruind in timp infinit
aproximata prin probabilitatea de ruina in timp finit (aproximarea difuzie) (tabelul nr. 7)
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Tabelul nr. 7. Probabilititi de ruina in timp infinit aproximate cu ajutorul
probabilititilor de ruina in timp finit

Yp(u,T) P (u P (w) Pr(u) Ypy(w) Yur()  Yurc(@)  Ppp(w)

u
0 1,0000 10,9990  0,9034 0,7692 0,9990 1,0000 0,9990 0,7692
1 0,9373 0,9364  0,8468 0,7318 0,9364 0,9373 0,9364 0,5380
2 08785 0,8777  0,7938 0,6963 0,8777 0,8785 0,8777 0,4433
3 0,8234 0,8227 0,7441 0,6624 0,8227 0,8234 0,8227 0,3756
4 0,7718 0,7712  0,6975 0,6302 0,7712 0,7718 0,7712 0,3229
5 0,7234 0,7229  0,6539 0,5996 0,7229 0,7234 0,7229 0,2801
6 0,6780 0,6776  0,6129 0,5705 0,6776 0,6780 0,6776 0,2446
7 0,6355 0,6351  0,5745 0,5428 0,6351 0,6355 0,6351 0,2146
8 0,5956 0,5953  0,5386 0,5164 0,5953 0,5956 0,5953 0,1889
9 05583 0,5580  0,5049 0,4913 0,5580 0,5583 0,5580 0,1669
10 05233 05231 0,4732 0,4674 0,5231 0,5233 0,5231 0,1477
11 0,4905 0,4903  0,4436 0,4447 0,4903 0,4905 0,4903 0,1311
12 0,4597 0,4596  0,4158 0,4231 0,4596 0,4597 0,4596 0,1165
13 0,4309 0,4308 0,3898 0,4025 0,4308 0,4309 0,4308 0,1037
14 0,4038 0,4038  0,3654 0,3830 0,4038 0,4038 0,4038 0,0925
15 0,3785 0,3785  0,3425 0,3643 0,3785 0,3785 0,3785 0,0825
20 0,2738 0,2739  0,2479 0,2840 0,2739 0,2738 0,2739 0,0474
30 0,1433 0,1434  0,1299 0,1726 0,1434 0,1433 0,1434 0,0164
40 0,0750 0,0751  0,0680 0,1049 0,0751 0,0750 0,0751 0,0059
50 0,0392 0,0393  0,0356 0,0637 0,0393 0,0392 0,0393 0,0021
60 0,0205 0,0206  0,0187 0,0387 0,0206 0,0205 0,0206 0,0008
70 0,0107 0,0108  0,0098 0,0235 0,0108 0,0107 0,0108 0,0003
80 0,0056 0,0056  0,0051 0,0143 0,0056 0,0056 0,0056 0,0001

Rezultatul este unul foarte interesant, intrucat pune in evidenta faptul ca probabilitatile
de ruind in timp finit (obtinute prin aproximarea difuzie in timp finit) pentru T foarte mare
converg exact la valorile obtinute prin aproximarea heavy-traffic sau difuzie in timp infinit.

Concluzii

Modelul clasic de risc reprezinta, desigur, o simplificare a realitatii. Unele dintre
cele mai importante simplificari constau in: presupunerea ca daunele sunt instrumentate
complet imediat dupa ce acestea apar; nu este permisa investirea surplusului asiguratorului
pentru obtinerea de dobanzi; nu exista mentiuni cu privire la cheltuielile, altele decat cele cu
despaguribirile, pe care un asiguritor le suporti. Insa, chiar si in aceste conditii, modelul
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ofera o imagine cuprinzitoare a caracteristicilor activitatii de asigurare. Calculul
probabilitdtii de ruinare reprezintd una dintre problemele clasice in domeniul actuariatului,
fiind un bun indicator al modului in care asiguratorul isi gestioneaza activele si obligatiile

Analiza intreprinsa in cadrul acestei lucrari incepe cu testarea distributiei severitatii
daunelor RCA. Asadar, au fost testate patru distributii statistice: Lognormala, Weibull,
Gamma si Burr. In alegerea distributiilor ce au fost testate s-a tinut cont de urmatoarele
aspecte: forma histogramei, cunostinte apriori, disponibilitatea de utilizarea a computerului
pentru a facilita studiul si volumul si calitatea datelor. In cele din urma, concuzia este aceea
cé distributia lognormald modeleazi cel mai bine severitatea daunelor RCA 1in acest studiu
de caz si poate fi utilizata pentru calculele ulterioare.

Probabilitatea de ruina exacta este foarte complicat de calculat chiar daca distributia
severitatii daunelor este datd explicit, din pricina convolutiilor recursive si sumei infinite.
Prin urmare, studiul de caz ilustreaza rezultatele diferitelor metode de aproximare a
probabilititii de ruinare ce se regasesc in literatura de specialitate. Intrucat nu existd metode
pentru calculul probabilitatii de ruind exacte in cazul distributiei severitatii daunelor
lognormala, erorile au fost calculate relativ la cele mai precise metode. Astfel, tinand cont de
studiile lui Burnecki et al. (2005) a fost aleasd ca metoda de referinta aproximarea algoritmul
de simulare pornind de la formula Pollaczeck-Khinchin.

Comparatia numerica prin ilustrarea erorilor relative fatd de probabilitatea de ruina
obtinutd prin algoritmul de simulare Monte Carlo pe baza formulei convolutive a lui
Beekman, consideratd metoda de referinta in lipsa unor probabilitati de ruind exacte, pune in
evidenta urmatoarele constatari: aproximarea Renyi pare a fi cea mai adecvata, avand erorile
relative cele mai mici, variind intre 0.6% si -40%; aproximarea Beekman-Bowers este cea
mai ineficientd metoda, furnizand cu precadere erori mai mari de 50% (in modul) si care
ajung chiar la -99.5%.

In concluzie, desi nicio formula de aproximare simpli nu estimeaza pe deplin corect
adevdrata valoare a probabilitatii de ruinare in timp infinit, analiza intreprinsd in cadrul
acestei lucrari pune in evidenta faptul ca metoda de aproximare Renyi aproximeaza cel mai
precis y(u) in cazul in care distributia severitatii daunelor este lognormala. Aceastd constatare
reprezintd o noutate in domeniu, intrucat, pana acum, cea mai buna metoda era considerata
aproximarea DeVylder, dar care in cazul repartitiei lognormale se dovedeste ineficientd. De
asemenea, algoritmul de simulare Monte Carlo reprezintd o abordare eficientd de testare a
metodelor de aproximare a probabilitatii de ruinare, iar optiunea de a aproxima probabilitatea
de ruind in timp infinit prin intermediul probabilitatii de ruinad in timp finit reprezinta o
metoda originala de abordare a problematicii aproximarii probabilitatilor de ruina.
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